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During mathematical modelling of real technical system
such as a central heating system the modeller can meet any
type and rate modell uncertainty. Its reasons can be incog-
nizance of modellers or data inaccuracy. So, classification
of uncertainties, with respect to its sources, distinguishes
between aleatory and epistemic ones. The aleatory un-
certainty is an inherent data variation associated with the
investigated system or the environment. Epistemic one is
an uncertainty that is due to a lack of knowledge of quan-
tities or processes of the system or the environment. The
paper shows the sensitivity analysis and methodology of
sensitivity analysis based uncertainty investigation by a
similar heating system exergy modell case. The parametric
uncertainty investigation of entire system has longer and
more complex work.
1. Bevezetés
Egy matematikai modell felállításakor, illetve a kapott ered-
mények elemzésekor mindig számolnunk kell valamilyen
mérvû és típusú bizonytalansággal. Ennek oka részben az,
hogy ismereteink sosem teljesek a modellezett rendszerrel
kapcsolatban, illetve a rendelkezésre álló adataink is némi
pontatlansággal bírnak.
A modell bizonytalanság – annak forrása – alapján történõ
osztályozása megkülönböztet parametrikus és ismereti
bizonytalanságot. Möller és Beer szerint az elsõ a paraméter-
ingadozáshoz köthetõ, szemben az utóbbi, az ismeretek hiá-
nyához kapcsolható ismereti bizonytalansággal [4]. Ez indo-
kolja a parametrikus bizonytalanság értelmezését úgy, mint
sztochasztikus (aleatory – véletlenen múló, esetleges)
bizonytalanság –, ami a valós rendszerrõl szerzett véletlen
tapasztalatok eredményeként jelenik meg.
Mahvadi munkájában [3] az épületteljesítmény-szimulá-
ció bizonytalanságainak különbözõ forrásait elemezte. Meg-
fogalmazásában szimulációs bizonytalanságot okozhat i) az
épület pontatlan leírása; ii) a véletlen klimatikus feltételek és
iii) a hiányos használói (lakói) információk.
Kalmár központi fûtési rendszereket vizsgált exergetikai
szempontból [2]. Az exergia az energia minõségét jellemzi és
azt a maximális munkát jelenti, amely egy adott energia-
mennyiségbõl kinyerhetõ. Az épületben a fûtési energia és
exergia áramok meghatározásához a rendszert a következõ
alrendszerekre bontotta: helyiség, hõleadók és ezek szabályo-
zása, hõelosztás, hõelõállítás.
Kalmár vizsgálata során megállapította, hogy az elosztórend-
szer exergiaszükséglete alacsonyabb elõremenõ hõmérséklet
mellett csökken. Ez a csökkenés akár az 50%-ot is elérheti,
30%-kal alacsonyabb elõremenõ hõmérséklet esetén. Azonos
hõtechnikai jellemzõkkel rendelkezõ épületszerkezetek mel-
lett az exergiaveszteség kisebb az alacsonyabb elõremenõ
fûtõközeggel üzemeltetett fûtési rendszerek esetében.
Jelen tanulmány célja a parametrikus modell bizonytalan-
ság és elemzési módszereinek ismertetése, és Kalmár fent
említett tanulmánya alapján egy egyszerû épületfizikai (exer-
getikai) példán keresztül az érzékenység vizsgálatra épülõ
elemzési módszer bemutatása.
A cikk az alábbi fejezetekbõl áll: a 2. fejezetben a paramet-
rikus modellbizonytalanság elemzési módszereit ismertetjük.
A 3. fejezetben az érzékenységi vizsgálatot mutatjuk be. A 4.
fejezet egy rövid esettanulmányon keresztül szemlélteti a
módszer alkalmazását központi fûtési rendszerek exergetikai
elemzése esetén.
2. A parametrikus bizonytalanság elem-
zési módszerei
A parametrikus bizonytalanság tudományos szintû elemzése
alapvetõen két eltérõ módon oldható meg.
Az elsõ a gerjesztések bizonytalansága következtében fel-
lépõ lehetséges rendszerválaszok meghatározása interval-
lum-értékekkel. Ez az eljárási mód azt veszi figyelembe, hogy
néhány, vagy az összes paraméter nem egy adott értékkel ren-
delkezik, hanem bizonyos intervallumon belül található.
Általános megfogalmazásuk esetén az intervallumokhoz nem
kapcsolunk valószínûségi eloszlásokat, csak a lényegi ered-
mények lehetséges jövõbeli értékeit határozzuk meg.
Ha csak egy paraméter értéke bizonytalan, annak a megfe-
lelõ intervallumát kell figyelembe vennünk, mint a rendszer-
válaszok egy véges halmazát. Ha azonban több paramétert
kell figyelembe vennünk, független kimenetek keletkeznek,
mivel több változó korrelált lehet. Ezért a független feltétele-
zések sok esetben az extrém értékek irreális kombinációihoz
vezethetnek.
Számos esetben elõfordul, hogy az adott problémát egy
lineáris matematikai modellel tudjuk elemezni, de az együtt-
hatók és a paraméterek valamilyen szintû bizonytalansággal,
így egy intervallummal rendelkeznek.
A másik alapvetõ módszer, hogy a környezet gerjesztései-
nek minden lehetséges eleméhez valamilyen valószínûségi
eloszlást rendelünk. Valószínûségek rendelése a lehetséges
rendszerválaszokhoz általánosan alkalmazott gyakorlat, noha
ilyenkor az sem ritka, hogy az úgynevezett szubjektív való-
színûségekkel találkozunk, ami a szakértõk (vagy bizonyos
esetekben a laikusok) által becsült valószínûségi értéket je-
lent. Néhány esetben eme szubjektív valószínûségeket, mint
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intervallumokat adják meg, ilyenkor úgynevezett másod-
rendû bizonytalansági modellekrõl beszélünk.
Gyakoribb esetben, ha az adatok valószínûségi eloszlásai
ismertek, elméletileg mindegyik alternatíva következményei-
nek eloszlását is megtudhatjuk. Ez egy egyszerû kritérium
esetén a vizsgált rendszer vagy folyamat kvalitatív tulajdon-
ságának valószínûségi eloszlását jelenti.
Például egy determinisztikus vizsgálati modell esetén,
amikor a modell belsõ jellemzõi valamilyen bizonytalanság-
gal rendelkeznek a kalkuláció során használt valós értékû
mennyiségekkel kapcsolatban, a bizonytalanság-elemzés
intervallum-elemzéshez vezethet. A valószínûségi módsze-
rek – mint például a Monte Carlo-szimuláció – alkalmazása
szintén felhasználható egy determinisztikus modell paramet-
rikus bizonytalansági elemzéséhez, mert az egy adott pont
körüli lehetséges értékek valószínûségi eloszlását adja meg.
Monte-Carlo-módszereknek nevezzük a matematikai model-
lek megoldásának véletlen mennyiségek modellezését fel-
használó numerikus módszereit, és azok jellemzõinek statisz-
tikus értékelését. A módszert széles körben alkalmazzák
különbözõ események lehetséges kimeneteleinek és azok
valószínûségeinek szimulációjára, amikor a rendszer ger-
jesztõ paraméterei bizonytalanok. Lényege, hogy az egyes
bizonytalan gerjesztésekhez rendelt valószínûség-eloszlás
alapján véletlenszerûen választunk ki értékeket, amelyeket a
szimulációs vizsgálat egy-egy kísérletében használunk fel.
Természetesen az olyan vizsgálatoknál, ahol a bizonyta-
lanság elemzése kívánatos, az alkalmazott modellek nem
mindegyike determinisztikus. Ezek döntõ része „majdnem
valószínûségi”, és a modern kockázatelemzések és biztonsági
becslések döntõ részénél is elõfordul. Ekkor a valószínûségi
számítások valószínûségi bizonytalanság-elemzéshez, az
eredõ elemzés pedig egy úgynevezett másodrendû valószínû-
ségi becsléshez vezethet. Az ilyen tanulmányok elvégzése
bonyolult lehet, a megkövetelt nagy számítási mûveletszám
miatt. Szintén jelentõs problémát okozhat az eredmények
könnyen értelmezhetõ szemléltetése is.
Alternatívaként használhatunk korlátozási megközelítést a
valószínûségi számításokhoz is. Ekkor a valószínûségi elosz-
lások intervallum-típusát kapjuk. Ezt a technikát valószínû-
ségi korlátelemzésnek (PBA – Probability Bounds Analysis)
nevezzük. Ez a megközelítés valószínûségi eloszlásokkal
kapcsolatos bizonytalanságát jellemzi egy, a határeloszlás
függvény-párban fekvõ, úgynevezett kumulatív eloszlás-
függvények halmazával.
Ha az adatok száma nem elegendõ a statisztikai elemzések-
hez, így a valószínûség számítás alkalmazásához, analógiák
alapján fel lehet tételezni az eloszlás jellegét, de ennek már
szubjektív jellege van. Kellõ tapasztalattal az eloszlás lehet-
séges alsó és felsõ határait ki lehet jelölni. Ez utóbbi vezet a
valószínûségi korlátelemzéshez.
Az 1. ábra a fent említett lehetséges elemzési módokat,
benne a nyilak a módok fejlõdését szemlélteti.
3. Az érzékenységvizsgálat
Az érzékenyvizsgálat célja annak meghatározása, hogy a
vizsgált aggregát, vagy teljes rendszer független, bemenõ jel-
lemzõ-értékeinek megváltoztatására mennyire érzékeny an-
nak kimenõ jellemzõje. A felállított matematikai modell fel-
használásával meghatározhatjuk a függõ változó érzékeny-
ségi együtthatóit, ami megmutatja, hogy a bemenõ jel relatív,
1%-os változása mekkora relatív változást okoz a kimenõ jel
értékében. Így ez az elemzés megmutatja a rendszer érzé-
kenységét a különféle modellezett paraméter-eltérésekre,
vagy bizonytalanságra.
Az érzékenységvizsgálat elvégzésekor mindig figyelembe
kell vennünk azt, hogy a vizsgált rendszerünk, így az (eredeti)
modellünk nemlineáris. Ezért a vizsgálat során – az (eredeti)
modell, vagy a rendszer „nemlinearitása” függvényében – a
független változók értékeit általában csak 1 ~ 5%-kal lehet
változtatni.
Az érzékenységi együttható meghatározása során az ere-
deti
egyenlet mindkét oldalának
teljes deriváltját képezzük, majd mindkét oldal mindegyik
tagját bõvítjük (xi /xi)-vel, azaz:
A
együttható bevezetésével, és a
egyenlet felhasználásával az alábbi lineáris egyenletet kapjuk:
amely a vizsgált rendszer paramétereinek relatív változásai
közti kapcsolatot – azaz a kimenõ jellemzõ, és így az aggregát
érzékenységét – írja le.
A fenti összefüggés alapján meg tudjuk határozni, hogy a mo-
dellezett rendszer kimenõ jellemzõje milyen érzékenységgel bír
a bemenõ jellemzõk bizonytalanságával szemben. Például a be-
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1. ábra. Az eltérõ bizonytalanságelemzési módok [1]
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menõ jelek mérése során fellépõ mérési pontatlanság hogyan be-
folyásolja a kimenõ jel pontosságát, értékének megbízhatóságát.
4. Egy egyszerû példa
Napjainkban egyre inkább elterjed az energia fogyasztó rend-
szerek exergetikai elemzése. Kalmár munkájában [2] azt
vizsgálta, hogyan alakul az exergia változása központi fûtési
rendszerek esetében. Az exergia az energia minõségét jel-
lemzi és azt a maximális munkát jelenti, amely egy adott ener-
giamennyiségbõl kinyerhetõ. Az épületben a fûtési energia-
és exergia-áramok meghatározásához a rendszert Kalmár a
következõ alrendszerekre bontotta: helyiség, hõleadók és
ezek szabályozása, hõelosztás, hõelõállítás. Mindegyik al-
rendszernek meghatározható az energia- és ez alapján az
exergia-szükséglete.
Jelen tanulmányban a teljes exergetikai elemzésbõl most
csak a fûtõtestet, mint a rendszer egy aggregátját, azaz az azt
leíró modell bizonytalanságát elemezzük.
A fûtõtest felületi hõmérséklete a
függvénnyel határozható meg, ahol:
tf – az elõremenõ hõmérséklet, [°C];
tr – visszatérõ hõmérséklet, [°C];
ti – belsõ levegõ hõmérséklet, [°C].
A függvény ti = 21 °C parametrikus grafikonját a 2. ábra
szemlélteti.
A (4) és (6) egyenletek alapján a fûtõtest felületi hõmér-
sékletének érzékenységi együtthatói:
A napjainkban alkalmazott, úgynevezett 70/55 °C hõlépcsõjû
(tf = 70 [°C] ; tr = 55 [°C]) központi fûtési rendszerek esetén és
ti = 21 [°C] belsõ levegõ hõmérsékletet feltételezve, az érzé-
kenységi együtthatók értékei:
A 3. ábrán a fenti munkapontra számított egyváltozós függ-
vények grafikonjai láthatók, amelyek jól szemléltetik a fenti
érzékenységi együtthatókat.
A bemenõ jellemzõk – azaz a tf ; tr és ti hõmérsékletek –
1 °C-os bizonytalanságát feltételezve, a kimenõ jellemzõ –
azaz a fûtõtest trf felületi hõmérséklete – a következõ oldalon
bemutatott 1. táblázat szerinti bizonytalansági értékekkel
rendelkezik.
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3. ábra. A (6) függvény névleges értékhez tartozó egyváltozós grafikonjai
LEKTOR LT CIKKÁ
1. táblázat. Fûtõtest felületi hõmérsékletének bizonyta-
lansági paraméterei 1 °C-os bemenõjel eltérések esetén
[%] δtrf [%] Δtrf [°C]
δtf = 1,42857 0,71606 0,44427
δtr = 1,81818 0,91372 0,56691
Δti = 4,76190 –1,80193 10-2 –1,11799 ·10-2
Milyen következtetéseket tudunk levonni a fenti egyszerû
elemzésbõl? Meg tudjuk állapítani, hogy a fûtõtest felületi
hõmérséklete 0,44427 °C-kal változik a fûtési rendszer elõre-
menõ hõmérsékletének 1 °C-os változása esetén. Az ipari
körülmények között alkalmazott hõmérõk ekkora bizonyta-
lanságokkal rendelkeznek. Így könnyen lehet, hogy a terve-
zett fûtõtest felületi hõmérséklete eltér a tervezettõl. Ez pél-
dául speciális vegyipari folyamatok esetén gondot okozhat az
alkalmazónak. Kijelenthetõ, hogy egy köznapi alkalmazás
esetén a fûtõtest érzékenysége jónak, kellemesen kis értékû-
nek tekinthetõ. A helyiség hõmérsékletének bizonytalansá-
gára lényegében érzéketlen.
Fontos itt még azt is megjegyezni, hogy ez a központi
fûtési rendszer exergetikai elemzésében, exergetikai modell-
jében csak egy elemet jelent. A teljes rendszermodell para-
metrikus bizonytalansági elemzése hosszabb, összetettebb
munkát igényel.
5. Összegzés
A tanulmány bemutatta a mûszaki gyakorlatban alkalmazott
matematikai modellek parametrikus bizonytalanságát és
annak elemzési módszereit. Ezt követõen egy épületfizikai
(exergetikai) egyszerû példán keresztül az érzékenység-vizs-
gálatra épülõ elemzési módszert szemléltettünk.
A fentiekben vázolt módszerrel összetett technikai rend-
szerek – például egy központi fûtési rendszer exergetikai –
modellvizsgálati módszereinek bizonytalanságai elemez-
hetõ. Fontos mérnöki feladat a bizonytalanság-elemzés ered-
ményének szakmai értékelése.
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